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序文
この論文ではアフィン Lie環 ŝl2(C)のレベル lの表現を具体的に構成
する事を最終目的として議論を進めていく。アフィンLie環は、有限次元
単純 Lie環をさらに中心拡大したものである。アフィンLie環は無限次元
のHeisenberg代数を部分Lie環として含む。つまり、有限次元単純Lie環
のCartan代数を、ループ化、つまり変数をローラン多項式環で係数拡大
し、さらに中心拡大をする事で Heisenberg代数が構成されるのである。
アフィンLie環の表現を構成する際に、Heisenberg代数に含まれない元を
考慮しなければならず、そのために、頂点作用素と呼ばれる物理の原理
論で用いられる作用素を利用する。従って、有限次元単純 Lie環 sl2(C)、
Cartan代数 h、アフィン Lie環 ŝl2(C)の構造を調べ、その作用素積展開
や、作用素値関数などの singular　 partや交換関係を計算する事により、
実際に表現を構成する事が出来るのである。
第 1章では基本的な準備として、有限次元単純Lie環 gとその例 (アフィ
ンLie環、Heisenberg代数、Virasoro代数)についての定義を記している。
第 2章では、一般的な Lie環の表現について論ずる。具体的には、Lie環
の表現を考える際に不可欠な、普遍包絡環と呼ばれる結合代数や、同時
固有値などの概念について説明する。また、第 3章では Lie環の表現に
ついて簡潔に述べる。第 4章では、具体的にアフィンLie環の構造につい
て、第 5章では、アフィン Lie環の可積分表現について論じている。第 6

章では、Heisenberg代数の詳しい構造と表現について説明した上で、第
7章でこの論文の主題でもある、アフィン Lie環 ŝl2(C)のレベル lの表現
の構成をする。
この論文では、基礎体はCとする。
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1 準備
定義 1.1. (Lie環の定義）
ベクトル空間 gがLie環であるとは、ブラケット積（交換子）と呼ばれ
る積

[　,　] : g × g 3 (x, y) 7→ [x, y] ∈ g (1)

が存在し、これが次の条件を満たす事をいう。

1. (双線形性）

[ax + bx′, y] = a[x, y] + b[x′, y]

[x, ax + by′] = a[x, y] + b[x, y′]

2. （歪対称性）

[y, x] = −[x, y]

3. （Jacobi恒等式）

[
[
x, y], z] = [x,

[
y, z]] + [

[
z, x], y]

ただし、x, y, z, x
′
, y

′ ∈ g, a, b ∈ Cである。

定義 1.2. 　　　　　　　　　　　　
線形空間 V において、

gl(V ) = End(V ) =｛f : V −→ V :線形写像｝

を定義すると、

[f, g] = f ◦ g − g ◦ f (f, g ∈ gl(V ))

で、Lie環となる。◦は行列の写像を表す。特に、V = C2 の時は、gl(V ) =

Mn(C)となる。
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例 1.3. (sl2(C)の定義) 　　　　　
C上の Lie環 sl2(C)を次で定義する。

g = sl2 =｛A ∈ gl(C2) | tr A = 0｝

∀A,B ∈ gl(C2)に対して、tr([A,B]) = 0より、sl2(C)は gl(C2)の部分Lie

環である。ただし、gl(C2)は、[A,B] = AB −BAの関係により Lie環と
みる。さらに、sl2(C)の基底間の交換関係は次の様になる。

[H,E] = 2E, [H,F ] = −2F, [E,F ] = H

例 1.4. (アフィン Lie環 ŝl2) 　　　　　
g = sl2(C)とし、これに対するアフィン Lie環 ŝl2(C)を次の様に定義
する。

ĝ = ŝl2 = g ⊗ C[ξ, ξ−1] ⊕ CK ⊕ Cd (2)

さらに、交換関係を次の様に定める。∀X,Y ∈ g,∀ f, g ∈ C[ξ, ξ−1]に対
して、

[X ⊗ f, Y ⊗ g] = [X,Y ] ⊗ fg + Resξ=0(gdf)(X|Y )K (3)

[ĝ, K] = 0 (4)

[d,X ⊗ ξn] = nX ⊗ ξn (5)

ここで、(　 | 　) は g = sl2(C) 上の双線形形式 (　 | 　) を (X|Y ) =

tr(XY ) (∀X,Y ∈ gと定める不変形式である。Lie環 a上の双線形形
式 (　 |　)が不変であるとは、∀X,Y, Z ∈ aに対して、次を満たす事を
いう。

([X,Y ]|Z) = (X|[Y, Z])

以下、

X(n)
def
= X ⊗ ξn

と書く。交換関係をX(m), Y (n)について計算すると、次が得られる。

[X(m), Y (n)] = [X,Y ](m + n) + Resξ=0(mξm+n−1dξ)(X|Y )K (6)

= [X,Y ](m + n) + mδm+n,0(X|Y )K (7)
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例 1.5. (Heisenberg代数 B)

Lie 環のHeisenberg 代数 Bを次で定義する。

B =
⊕
n∈Z

Can ⊕ Cc

[am, an] = mδm+n,0c (m,n ∈ Z)

[B, c] = 0　　

ここで、

[a1, a−1] = c

が成立する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

例 1.6. (Virasoro代数) 　　　　　
Virasoro代数と呼ばれる無限次元 Lie代数を次の様に定める。

Vir =
⊕
n∈Z

CLn ⊕ Ccv

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n + δm+n,0
m3 − m

12
cv (m,n ∈ Z)

[Vir, cv] = 0　　

2 Lie 環 の表現と普遍包絡環
　　　　　

定義 2.1. (Lie環の表現) 　　　　　
ベクトル空間 V 上の Lie環 gから行列環 gl(V )への Lie環としての準
同型

π : g −→ gl(V )

[π(X), π(Y )] = π([X,Y ]) (X,Y ∈ g)

を Lie環 gの V 上の表現という。
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定義 2.2. 　　　　　　　　
Vを Lie環 gの表現とする。V の部分ベクトル空間U が次を満たす時、

U を V の部分表現という。

xu ∈ U (x ∈ g, u ∈ U)

定義 2.3. 　　　　　　
V が、V と 0以外の部分空間を含まない時、V を既約表現と言う。既
約でない表現を可約という。

定義 2.4. 　　　　　　　　　　　　　　
gの表現 V の任意の部分空間Uに対して、V の部分空間U

′で、次を満
たすものが存在する時、V は完全可約であるという。

V = U ⊕ U
′

定義 2.5. (テンソル代数) 　　　　　
ベクトル空間 V に対し、テンソル代数 T (g)を以下で定義する。

T (g) =
⊕
n≥0

g⊗n

ただし、T (g)は次で定める積より、多元環とみなす。

(v1 ⊗ · · · ⊗ vm) · (w1 ⊗ · · · ⊗ wn)

v1 ⊗ · · · ⊗ vm ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wn (vi, wi ∈ g)

定義 2.6. (Lie環の普遍包絡環) 　　　　　
Lie 環の普遍包絡環 U(g) を次で定める。I を、元 x ⊗ y − y ⊗ x −

[x, y](x, y ∈ g)で生成される T (g)の両側イデアルとし、商代数 U(g)を

U(g) = T (g)/I

で定める。この時、U(g)を普遍包絡環という。

普遍包絡環に関しては、次の PBWの定理が知られている。

事実 2.7. (Poincare Birkoff Witt(PBW)の定理) 　　　　　
gを可算次元の Lie環とする。｛x1, x2, · · · ,｝を、Lie環 gの任意の基底
とする時、次の元は、普遍包絡環 U(g)の基底をなす。

xn1
i1

xn2
i2
· · · xnr

ir

i1 < i2 < · · ·<ir (ni ∈ N, r ≥ 0)
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定義 2.8. (随伴表現) 　　　　　
Lie環 gには、g自身が次の様に作用している。

ad : g −→ EndCg

y 7−→ [x, y]　 (∀x, y ∈ g)

この作用を随伴表現という。

定義 2.9. (同時固有ベクトル、同時固有空間、同時固有値) 　　　　　
V を Lie環 gの表現、sを EndV の部分 Lie環とする時、v ∈ V が sの
同時固有ベクトルであるとは、∀X ∈ sに対して、vがXの固有ベクトル
であることをいう。この時、

α ∈ s∗ = HomC(s, C)

が存在し、

Xv = α(X)v (∀X ∈ s)

となる。αを vに対応する同時固有値といい、ある同時固有値に属する同
時固有ベクトルの成す　 V の部分空間を同時固有空間という。

3 Lie環 sl2の有限次元表現
　　　　　　　　　　　　
このセクションでは、g = sl2(C)とする。

命題 3.1. 　　　　　
j ∈ 1

2
Z≥0について、g(= sl2(C))の、2j + 1次元の既約表現 Vj を以下

で定める事ができる。

E =


0 1 · 2j 0 . . . 0

0 0 2 · (2j − 1) 0 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 2j · 1
0 . . . . . . . . . 0
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H =


2j 0 . . . . . . 0

0 2j − 2 0 . . . 0
...

. . . 2j − 4
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . . . . . . . −2j



F =



0 0 . . . . . . 0

1 0
. . . . . . 0

0 1 0
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 1 0


ここで、Vjを、sl2(C)のスピン jの既約表現と呼ぶ。また、Vjの最高ウェ
イトを

vj =


1

0
...
...

0


とする。

次の定理はよく知られている。

定理 3.2. 　　　　　
｛Vj | j ∈ 1

2
Z≥0｝は sl2(C)の有限次元既約表現の同型類の完全代表系を

与える。

4 アフィンLie環gの構造
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
以下、g = sl2(C), ĝ = ŝl2(C)とする。
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定義 4.1. (Cartan部分代数 ĥ, h) 　　　　　　
Kac-Moody代数 ĝ(または g)のそれぞれのCartan部分代数 ĥ, hを次で
定義する。

ĥ = CH(0) ⊕ CK ⊕ Cd

h = CH

定義 4.2. (アフィン Lie環 ĝの分解) 　　　　　
アフィン Lie環 ĝに対して、次の分解を定める。

ĝ = ĝ<0 ⊕ CF (0) ⊕ ĥ ⊕ CE(0) ⊕ ĝ>0 (8)

ここで、

ĝ<0
def
= ĝ ⊗ C[ξ−1]ξ−1 (9)

ĝ>0
def
= ĝ ⊗ C[ξ]ξ (10)

は、部分 Lie環である。

定義 4.3. 　　　　　
アフィン Lie環 ĝ上で考えた随伴作用に関するCartan部分代数 ĥの同
時固有値 αは、その双対空間 ĥ∗ の元とする。この同時固有値であって、
0でない αを、ĝのルートといい、そのルート全体を∆ とする。

定義 4.4. (ルート空間) 　　　　　
ルート αに対して、そのルート空間 ĝαを次の様に定義する。

ĝα =｛x ∈ ĝ|[h, x] = α(h)x (∀h ∈ ĥ)｝

ĝ = ĥ ⊕
⊕

α∈∆
ĝα (11)

ここで、

∆ =｛α ∈ ĥ \｛0｝|ĝα 6= 0｝

この直和分解をルート空間分解といい、ルート空間 ĝαの 0以外の元を、
α に対するルートベクトルという。
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命題 4.5. (ルートと Lie環の交換関係) 　　　　　
∀α, β ∈ ∆ ∪｛0｝に対して、

[ĝα, ĝβ] ⊂ ĝα+β

が成立する。ただし、α + β が、ルートでも 0でもない時は、ĝα+β =

0,α + β = 0の時は、ĝα+β = ĥとする。

Proof. 　　　　　　　　　　　　　
x ∈ ĝα, y ∈ ĝβとする。∀h ∈ ĥに対して、Jacobi恒等式を使うと、

[h, [x, y]] = [[h, x], y] + [x, [h, y]]

= [α(h)(x), y] + [x, β(h)(y)]

= α(h)[x, y] + β(h)[x, y]

= (α + β)(h)[x, y]

よって、

[x, y] ⊂ ĝα+β

となり、示せた。α + βが、ルートでも 0でもない時は、Jacobi恒等式を
満たす 0でない ĝの元は存在しないので、[x, y] = 0である。

系 4.6. (正のルート、負のルート) 　　　　　
アフィン Lie環 ĝの任意のルート α ∈ ∆は、次の形で書ける。

α = k0α0 + k1α1　　

または、

α = k0α0 − k1α1 (k0, k1 ∈ Z≥0)

の形に書ける。ただし、k1 − k0 ∈ 0, 1,−1である。従って、

∆+ =｛k0α0 + k1α1 ∈ ∆|k0, k1 ∈ Z≥0｝
∆− =｛− k0α0 + k1α1 ∈ ∆|k0, k1 ∈ Z≥0｝

とおくと、

∆ = ∆+ + ∆−

である。ここで、∆+を正のルート、∆−を負のルートという。
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命題 4.7. (アフィン Lie環 ĝのルート) 　　　　　
α, δ ∈ ĥ∗ を次の様に定義する。

α1(H(0)) = 2,　α1(K) = 0,　α1(d) = 0

δ(H(0)) = 0,　δ(K) = 0,　δ(d) = 1　　

とすると、

E(n)はルートベクトルで、対するルートは、nδ + α1

F (n)はルートベクトルで、対するルートは、nδ − α1

H(n)はルートベクトルで、対するルートは、nδ

であり、ĥはルート 0に対する同時固有空間である。また、有限次元 Lie

環 gのルートについても同様に、以下のように求まる。

Eに対するルートは、α1

F に対するルートは、− α1

Hに対するルートは、0　　

であり、hは、ルート 0に対する同時固有空間である。

定義 4.8. 　　　　　
アフィン Lie環 ĝの単純ルートは、α0, α1 である。ただし、、α0 は、

α0 = δ − α

定義 4.9. (Chevalley生成元) 　　　　　
アフィン Lie環 ĝの元 ei, fi(i = 0, 1)を次の様に定める。

e1 = E(0),　 f1 = F (0),　 h1 = H(0)

e0 = F (1),　 f0 = E(−1),　 h0 = K − H(1)

この時、[ĝ, ĝ] = g ⊗ C[ξ, ξ−1] ⊕ CKは、ei, fi(i = 0, 1)で Lie環として生
成される。ei, fi(i = 0, 1)を、ĝのChevalley生成元という。また、

g1 = Ce1 ⊕ Cf1 ⊕ Ch1

g0 = Ce0 ⊕ Cf0 ⊕ Ch0

とおく。
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命題 4.10. 　　　　　
4.9 で定めたアフィン Lie 環 ĝ の生成元 e0, e1 はそれぞれ、単純ルー
ト α0, α1 ∈ Πに対するルートベクトル、f0, f1はそれぞれ、単純ルート
−α0,−α1 ∈ Πに対するルートベクトルである。また、g0, g1は sl2に同型
な Lie環になる。

Proof.

g1 = Ce1 ⊕ Cf1 ⊕ Ch1 = g1 = CE(0) ⊕ CF (0) ⊕ CH(0)

については明らか。
《g0について示す。》

g0 = Ce0 ⊕ Cf0 ⊕ Ch0,　 e0

　　　 = F (1),　 f0 = E(−1),　 h0 = K − H(1)　なので、
　　　　　
[e0, f0] = [F (1), E(−1)] = [F,E](0)

　　　 = (F |E)K = [F,E](0) + K = −H(0) + K = h0

[e0, h0] = [F (1), K − H(1)] = −[F (1), H(1)]

　　　 = −[F,H](1) = [H,F ](1) = −2F (1) = −2e0

[f0, h0] = [E(−1), K − H(1)] = −[E(−1), H(1)]

　　　 = −[E,H](−1) = [H,E](−1)2E(−1) = 2f0

よって、sl2と同型である。

　　　　　
ĝのウェイト格子 P̂ を次の様に定義する。

P̂ =｛λ ∈ ĥ∗|λ(H(0)), λ(K − H(0)) ∈ Z｝
ZΛ0 ⊕ ZΛ1

また、Λ0, Λ1 ∈ h∗を次の様に定めると、
Λ1(H(0)) = 1

Λ1(K) = 1

Λ1(d) = 0
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Λ0(H(0)) = 0

Λ0(K) = 1

Λ0(d) = 0

P̂ = ZΛ0 ⊕ ZΛ1 となる。

系 4.11. 　　　　　　　　　　　　
PBWの定理より次が得られる。(8)の三角分解より、ベクトル空間と
しての同型が成立する。

U(ĝ) ' U(ĝ<0) ⊗ C[F (0)] ⊗ U(ĥ) ⊗ C[E(0)] ⊗ U(ĝ>0) (12)

また、gについてもベクトル空間としての同型が成立する。

U(g) '
⊕

i,j,k≥0

CF iHjEk

　　　　　

5 アフィンLie代数 ŝl2(C)の表現
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

定義 5.1. (可積分表現) 　　　　　
Lie環 ĝの表現 V が次を満たす時、V を可積分表現という。

1. 「Cartan部分代数の作用が対角化可能である。」
つまり、V が ĝの場合は、H(0), K, dの同時固有空間の直和に分解
可能である。

2. 「Chevalley生成元の作用が局所巾零である。」
つまり、∀v ∈ V に対して、̂gの場合は、ベクトル空間U(g0)v, U(g1)v

が有限次元になる。

ここで、局所巾零であるとは、∀v ∈ V,∀ x ∈ g,∀ n ∈ Nに対して、

xkv = 0 (k ≥ n)

となること、つまり有限次元であることをいう。
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事実 5.2. 　　　　　
任意の gの可積分表現 V は完全可約である。

定義 5.3. (ウェイト) 　　　　　
Lie環 ĝの可積分表現 V に対して、そのCartan部分代数に対する同時
固有値 λ ∈ ĥ∗をウェイト、λに対する同時固有空間 V(λ)をウェイト空間、
各 V(λ)の元をウェイトベクトルという。また、直和分解

V =
⊕
λ∈bh∗

V(λ)

を、ウェイト空間分解という。

注意 5.4. 　　　　　　
随伴表現の場合には、ウェイトの代わりにルートとよんで区別する。

命題 5.5. 　　　　　
Lie環 ĝの可積分表現 V をとる。λ ∈ ĥ∗を V のウェイト、λ ∈ ∆ ∪｛0｝
とすると、λに対するウェイト空間 V(λ)と、α に対するルート空間 ĝαに
対して、

ĝαV(λ) ⊂ V(λ+α)

である。ただし、V(λ+α) = 0も許す。

Proof.

V(λ) =｛v ∈ V | hv = λ(h)v,∀ h ∈ ĥ∗｝
ĝα =｛x ∈ ĝ | ad(h)x = α(h)x｝

とする。つまり、h(xv) = (λ + α)(h)xvを示せばよい。

h(xv) = x(hv) + ad(h)xv

= x(hv) + α(h)xv

= xλ(h)v + α(h)xv

= (λ + α)(h)xv
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命題 5.6. (部分表現) 　　　　　
V を Lie環 ĝの表現としたとき、次で定義される部分空間W は V の部
分表現となる。

W =｛v ∈ V | kv = lv｝

Proof. 　　　　　
・∀v1, v2 ∈ W に対して、

kv1 + kv2 = lv1 + lv2 ⇐⇒ k(v1 + v2) = l(v1 + v2)

よって、v1 + v2 ∈ W

・∀a ∈ C,∀ v ∈ W に対して、

k(av) = a(kv) = a(lv) = l(av)　　よって、av ∈ W

従って、W は V の部分空間である。また、∀x ∈ ĝ,∀ v ∈ W に対して、

k(xv) = x(kv) = x(lv) = l(xv)　　よって、xv ∈ W

以上より、W は V の部分表現である。

定義 5.7. 　　　　　
l ∈ Cに対して、アフィン Lie環 ĝの表現Hがレベル lであるとは、H
上で、

k = l・id

と作用する事とする。

以下では、l ∈ Z≥0を一つ固定して、レベル lの可積分表現を考える。

定義 5.8. (三角分解) 　　　　　
アフィン Lie環 ĝの部分 Lie環　 n̂+, n̂−を次の様に定義する。

n̂+ =
⊕

α∈∆+

ĝα = ĝ ⊗ C[ξ]ξ ⊕ CE(0) (13)

n̂− =
⊕

α∈∆−

ĝα = ĝ ⊗ C[ξ−1]ξ−1 ⊕ CF (0) (14)

すると、以下のような ĝの Lie環による直和分解が得られる。

ĝ = n̂− ⊕ ĥ ⊕ n̂+ (15)

この分解をアフィン Lie環 ĝの三角分解という。
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Proof. 　　　　　
(well − defined示す)
∀x, y ∈

⊕
α∈∆+

ĝαに対して x ∈ ĝα、y ∈ ĝβなので、α ∈ ∆+、β ∈ ∆+

従って、

[x, y] 6= 0 =⇒ [x, y] ∈ ĝα+β

よって、α + β ∈ ∆+　　
∆−についても同様に示す事が出来る。。

系 5.9. (同型)

PBWの定理より次が得られる。(15)の三角分解より、ベクトル空間と
しての同型が成立する。

U(ĝ) ' U(n̂−) ⊗ U(ĥ) ⊗ U(n̂+) (16)

定義 5.10. (ĝの表現Hの最高ウェイト表現) 　　　　　
アフィン Lie環 ĝの表現 V 関して、ある | u >∈ V, | u >6= 0で、次を満
たすものが存在する時、V は、最高ウェイト表現であるという。

(1)n̂+ | u >= 0

(2) | u >はウェイトベクトル
(3)V = U(ĝ) | u >つまり、Hは | u >で生成される。

この時、| u >を最高ウェイトベクトル、| u >のウェイトを最高ウェイ
トという。最高ウェイト表現は、ウェイト分解を持つ。

注意 5.11. 　　　　　
定義 5.10の条件を最高ウェイトベクトルというのは次の理由からであ
る。まず、ĥ∗ について、次の大小関係を考える事が出来る。λ, µ ∈ ĥ∗が
次を満たす時 λ ≥ µ とする。

λ − µ ∈｛k0α0 + k1α1 | k0, k1 ∈ Z≥0｝

すると、最高ウェイトベクトルの定義より、| u >をHの最高ウェイトベ
クトルとすると、

H = U(ĝ) | u >

= U(n̂−) | u >

=｛X1(−n1) · · ·Xr(−nr)v; Xi ∈ g, Xi ∈ n̂−, ni ≥ 0, n = 0｝　
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となる。従って、命題 4.7と 5.5より、| u >のウェイトは、上で定めた大
小関係から、Hのウェイトの中で最大のウェイトになる。

定義 5.12. 　　　　　
可積分表現 V の形式指標を次で定める。

chV = Σλ∈bh∗z
λ(H(0))q−λ(d) dim V(λ).

事実 5.13 (Kac). 　　　　　　　　
l = 1の時、

chL0 = Σz2nqn2

Πi≥1(1 − qi)−1

chL1 = Σz(2n+1)q(n+ 1
2
)2Πi≥1(1 − qi)−1

が成立する。

gの可積分表現について、次の定理はよく知られている。

命題 5.14. 　　　　　　　　　
ĝの可積分表現 V を gの表現に制限したものは、gの表現として完全可
約である。

Proof. 　　　　　
∀vに対して、V の可積分性より、U(g)vは有限次元である。従って、g

の有限次元表現の完全可約性より、vはある既約表現の直和に含まれる。
V の任意のベクトルは、既約な部分表現の和で書ける。よって、V は完
全可約である。

　　　　　　　　　　　　　　
以下、

Pl
def
=｛j ∈ 1

2
Z|　 0 ≤ j ≤ l

2
｝

とし、しばらく、レベル l ∈ Nを固定する。

定義 5.15. (Vjの拡張) 　　　　　
ĝの部分 Lie環 ĝ≥0を

ĝ≥0
def
= (g + ĥ) ⊗ ĝ>0
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で定める。この時、gのスピン jの既約表現 Vj は以下の様にして ĝ≥0の
表現とみなせる。

d · Vj = 0,　K · Vj = l,　ĝ>0 · Vj = 0

アフィン Lie環 ĝの誘導表現Mjを、

Mj = U(ĝ) ⊗U(bg(≥0)
Vj

で定義する。 Mjはレベル l、スピン jのWeyl加群と呼ばれる。

| j >∈ 1 ⊗ vj(∈ Mj)を最高ウェイトベクトルとして持つMj は ĝの最
高ウェイト表現ではあるが、定義より ∀k ∈ Nに対して、

f0
kVj 6= 0

なので、可積分表現ではない。

定義 5.16. 　　　　　
j ∈ Plの時、アフィン Lie環 ĝの既約表現Ljを次の様に定義する。

Lj = Mj/U(ĝ(f l−2j+1 | j >)

定理 5.17. (Kac) 　　　　　　
j ∈ Plの時、Ljは ĝの 0でない既約な可積分表現である。さらに、

{Lj | j = 0, 1, . . . , l}

は、レベル lの既約な可積分表現の同型類の完全代表系を与える。

6 Heisenberg代数の表現
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

命題 6.1. (Bの表現)

Heisenberg代数 Bの表現とは、次を満たすものである。

π : B 7→ EndC[x1, x2, · · · ]

an 7→ ∂

∂xn

a−n 7→ nxn

a0 7→ 0

c 7→ id
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Proof. 　　　　　

π[a0, an] = [π(a0), π(an)]

ここで、[a0, an] = 0同様に、[a0, a−n] = 0, [a−n, a0] = 0である。また、関
数 f をとると、

[
∂

∂xm

, nxn]f =
∂

∂xn

(nxnf) − nxn
∂

∂xm

f

= nδm,nf + nxnf
′ − nxnf

′
= nδm,nf

よって、

[
∂

∂xm

, nxn] = nδm,n

同様にして、

[nxn,
∂

∂xm

] = −nδm,n

も得られるので、上は Bの表現である。

a0に対応する変数 x0を導入し、上の命題を一般化した表現を考える。

定義 6.2. (Bの一般的な表現)

BのFλ = C[x1, x2, · · · ]eλx0上への表現を次の様に与える。

a0 7−→ λid

c 7−→ id

an 7−→ ∂

∂xn

a−n 7−→ nxn (n ∈ N )

| λ > 7−→ eλx0

この表現で、| λ >は、a0の固有ベクトルであり、a0 | λ >= λ | λ >と
なる。

定義 6.3. (最高ウェイト表現)

Heisenberg 代数Bの表現 V について、0でないベクトル v0 ∈ V, λ ∈ C
に対して、次を満たすものが存在する時、V は、λを最高ウェイトとする
最高ウェイト表現であるという。
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1. v0に対して、anは次の様に作用する。

anv0 = 0(∀n > 0)

a0v0 = λv0

2. V は a−n(n > 0)で、v0から生成される。
つまり、

V = Σ(m1,m2,··· )Cam1
−1a

m2
−2 · · · v0

ただし、(m1,m2, · · · )の全てのmiはmi ∈ Z>0であり、有限個の iを除
いて、0となる全ての組について和をとるものとする。この時、v0は最高
ウェイト表現であるという。

命題 6.4. 　　　　　
Bの表現Fλは、| λ >を最高ウェイトベクトルとする最高ウェイトが

λの最高ウェイト表現である。

Proof. 　　

Fλ = C[x1, x2, · · · ]1 ∼= C[x1, x2, · · · ] ⊗ C| λ >

であり、

| λ >= 1⊗ | λ >

である。まず、

an・1 =
∂

∂xn

1 = 0,

a0・1 = λid = λ

ここで、x1, x2, x3, · · · , xn ∈ Fλは、

x1 = a−1 | λ >

x2 =
1

2
a−2 | λ >

...

xn =
1

n
a−n | λ >
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であるので、x1x2 = 1 · 1

2
a−1a−2 | λ >となり、Fλの基底はC[x1, x2, · · · ]

である事が分かる。従って、

(a−1)
n1(

1

2
a−2)

n2 · · · | λ > = xn1
1 xn2

2 · · ·　　 (ni ≥ 0で有限個の niを除いて 0)

が得られる。

定義 6.5. (BとFλの次数付け)

Heisenberg 代数 Bとその表現Fλを次の様に次数付ける。

deg an = −n

deg c = 0

deg xn1
1 xn2

2 · · · | λ > = Σj∈Njmj

但し、(m1, m2, · · · )は、mj ≥ 0で有限個の iを除いてmi = 0とする。

定義 6.6. 　　　　　
上の定義で定めた次数によるFλの d次の部分空間Fλ(d)を次の様に定
める。

Fλ =
⊕
d≥0

Fλ(d)

Fλ(d) =｛v ∈ Fλ| deg v = d｝= span｛xn1
1 xn2

2 · · · | λ >|Σjmj = d｝

命題 6.7. 　　　　　
Heisenberg代数Bの元 anは上の次数付けで、次数をn下げる。つまり、

anFλ(d) ⊂ Fλ(d − n)

Proof. 　　　　　
Fλ(d) 3 (xn1

1 xn2
2 · · · )について、

an(xn1
1 xn2

2 · · · ) ∈ Fλ(d − n)

を示せばよい
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(1)n ≥ 0について

a−n(xm1
1 xm2

2 · · · ) = nxn(xm1
1 xm2

2 · · · xmn
n · · · ) = n(xm1

1 xm2
2 · · · xmn+1

n · · · )

ここで、Σjmjが d次元 (d = m1 + 2m2 + 3m3 + . . . )なので、

m1 + m2 + · · ·n(mn + 1) = m1 + m2 + · · ·nmn + n = d + n

(2)n < 0について

an(xm1
1 xm2

2 · · · ) =
∂

∂xn

(xm1
1 xm2

2 · · · xmn
n · · · )

= xm1
1 xm2

2 · · · ∂

∂xn

xmn
n · · · = xm1

1 xm2
2 · · ·mnx

mn−1
n · · ·

= mnx
n1
1 xn2

2 · · · xmn−1
n · · ·

ここで、

m1 + 2m2 + · · ·nmn − 1 = m1 + 2m2 + · · ·nmn − n = d − n

よって、以上より、

anFλ(d) ⊂ Fλ(d − n)が示せた。

定義 6.8. (表現空間Fλの次元と指標) 　　　　　
表現空間Fλの次元は、

dimFλ(d) = ]｛(m1, m2, · · · )|d = Σjmj｝= p(d)

である。ここで、p(d)は dの分割数である。さらに、dimFλ(d)の母関数
chFλを計算すると、

chFλ
def
= Σd≥0 dimFλ(d)qd

= Σd≥0p(d)qd

= Π∞
n≥1(1 − qn)−1

となる。
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定義 6.9. 　　　　　
双対空間F∗

λ を次で定める。

F∗
λ = C[x1, x2, · · · ]| λ >

ここで、Fλの基底は、｛an1
−1a

n2
−2 · · · | λ >|ni ≥ 0, 0でない niは有限個｝F∗

λ

の基底は｛< λ |an1
1 an2

2 · · · |ni ≥ 0, 0でない niは有限個｝である。

命題 6.10. (双線形写像) 　　　　　　　
次を満たす非退化双線形写像

< , > : F∗
λ ×Fλ → C
(v, w) 7→ < v|w >

がただひとつ存在する:

< λ | λ >= 1

< anv | w >=< v | a−nw >

Proof. 　　　　　　　
双線形写像< , >を

< λ|am1
1 am2

2 . . . | . . . an2
−2a

n1
−1|λ >= n1!n2! · · · c(n1, n2, · · · )|λ > (17)

で定めると、これは命題の条件を満たす.

命題 6.11. 　　　　　
Fλは Bの表現として既約である。

Proof. 　　　　　
V ⊂ Fλを 0でない任意の部分表現とする。0でないベクトル v ∈ V を
とり、

v = Σ(m1,m2,··· )c(m1,m2,··· )x
m1xm2 · · · |λ >

とおく。c(m1,m2,··· ) 6= 0なる (m1,m2, · · · )のうち、和 (m1 + m2 + · · · )が
最大となるもののの一つを (n1, n2, · · · )とする。この時、

(an1
1 , an2

2 , · · · )v
= c(n1,n2,··· )a

n1
1 an2

2 · · ·xn1
1 xn2

2 · · ·|λ >

= n1!n2! · · · c(n1, n2, · · · )|λ >
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従って、|λ >∈ V であり、

an1
1 an2

2 · · · |λ > ∈ V =⇒xn1
1 xn2

2 · · · |λ >

と表せ、V = Fλを得る。

定義 6.12. (カレント a(z)の定義)

zを変数、anを係数とする次の形式級数をボゾン場という。

a(z)
def
= Σn∈Zanz−n−1

定義 6.13. (正規順序)

Heisenberg代数 Bの正規順序とは、an(n ∈ Z)を変数とする多項式環
C[an(n ∈ Z)]から、Bの普遍包絡環U(B)への線形写像 : · · · :で、次を満
たすものをいう。

C[an(n ∈ Z)] −→ U(B)

: am1
i1

am2
i2

· · · ams
is

:
def
= am1

i1
am2

i2
· · · ams

is
　 (i1 < i2 < · · ·< is)

命題 6.14. 　　　　　
正規順序で考えた次の合成　　　

: a(z)a(w) := Σm,namanz−n−1w−n−1

は、∀ < ϕ| ∈ F∗
λ ,∀ |u >∈ Fλに対して

< ϕ| : a(z)a(w) : |u >∈ C[z, z−1, w, w−1]

を満たす。

Proof. 　　
anFλ(d) ⊂ Fλ(d − n), anF∗

λ(d) ⊂ F∗
λ(d + n)より、d < nなる nに対

して、Fλ(マイナス) = 0となるので、十分大きな nについて考えると、
an|u >= 0, < ϕ|an = 0である。ここで、: aman :=: anam :だから、

< ϕ| : a(z)a(w) : |u > (18)

= Σm,n∈Z < ϕ| : aman : |u > z−n−1w−n−1　　　　　　　　　 (19)

更に、∀ < ϕ| ∈ F∗
λ(d)

′
,∀|u >∈ Fλ(d)に対して、　　anF∗

λ(d) ⊂ F∗
λ(d + n)

であることより、(19)の右辺 = Σm,n∈Z,−d
′≤m+n≤d < ϕ| : aman : |u >

z−n−1w−n−1となり、(19)は有限和となる　　　
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命題 6.15. 　　　　　
F∗

λ上の anの作用は、次数を n上げる。つまり、anF∗
λ(d) ⊂ F∗

λ(d + n)

命題 6.16. (OPE(作用素積展開))
∀ < ϕ| ∈ F∗

λ ,∀ |u >∈ Fλに対して< ϕ|a(z)a(w)|u >は、|z| > |w| > 0

で絶対収束し、また、この領域で

< ϕ|a(z)a(w)|u >=
1

(z − w)2
< ϕ|u > + < ϕ| : a(z)a(w) : |u > (20)

を満たす。従って a(z)a(w)は、(z, w) ∈ P1 × P1上の 2変数作用素値関数
であり、その極が、z = 0,∞, z = wにあるものに解析接続される。以後、

a(z)a(w) =
1

(z − w)2
+ : a(z)a(w) :　　　　　 (21)

と書き、これを、OPE(作用素積展開)という。これは、極 z = wでの
singular part(特異部分)の様子を表す式である。

Proof. 　　

< ϕ|a(z)a(w)|u > − < ϕ| : a(z)a(w) : |u > (22)

を考える。

(22) = Σm,n∈Zamanz−n−1w−n−1 − Σm,n∈Z : aman : z−n−1w−n−1

= Σm>namanz
−n−1w−n−1 − Σm>n : aman : z−n−1w−n−1

= Σm>n〈ϕ|[aman]|u〉z−n−1w−n−1

= Σm>n〈ϕ|mδm+n,0c|u〉z−n−1w−n−1

= Σm>n〈ϕ|m|u〉z−n−1w−n−1

= Σm>nmz−n−1w−n−1〈ϕ|u〉

= Σm>nm

(
1

z2

)(w

z

)m−1

< ϕ|u >

また、
1

z − w
=

1

z(1 − w

z
)

=
1

z

(
1 +

w

z
+

(w

z

)2

+ · · ·
)

=
1

z
Σ∞

m=0

(w

z

)m
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より、

1

(z − w)2
=

∂

∂w

1

z − w

=
∂

∂w

1

z
Σ∞

m=0

(w

z

)m

=
1

z
Σ∞

m=0m
wm−1

zm

=
1

z
· m · 1

z

(w

z

)m−1

=

(
1

z2

)
Σm>nm

(w

z

)m−1

よって、|z| > |w| > 0において、

< ϕ|a(z)a(w)|u > − < ϕ| : a(z)a(w) : |u >=
1

(z − w)2
< ϕ|u >

である。

系 6.17. 　　　　　
領域 |z| > |w| > 0で定義された a(z)a(w)と、領域 |w| > |z| > 0で定
義された a(w)a(z)は、解析接続すると、z, w ∈ P1の作用素値有理関数と
して一致する。つまり、

a(z)a(w) = a(w)a(z)

である。従って、∀ < ϕ| ∈ F∗
λ ,∀ |u >∈ Fλに対して、解析接続すると、

< ϕ|a(z)a(w)|u >=< ϕ|a(w)a(z)|u >

を満たす。

定義 6.18. 　　　　　　　
λ = 0の時、最高ウェイトベクトル ∀〈0| ∈ F∗

0 ,∀ |0〉∈ F0を、

< 0|0 >= 1

と正規化する。また、作用素値有理関数F (z1, · · · , zk)に対して、その真
空期待値を次で定める。

< F (z1, · · · , zk) >=< 0|F (z1, · · · , zk)|0 > (23)
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系 6.19. (真空期待値)

a(z)a(w)の真空期待値は、

<: a(z)a(w) :>= 0 (24)

　　　　　　　 < a(z)a(w) >=
1

(z − w)2
(25)

Proof. 　　　　　
《(24)の証明》

<: a(z)a(w) :> =< 0| : a(z)a(w) : |0 >

= Σm,n∈Z <: aman :> z−n−1w−n−1

= Σm<0,n∈Z < aman > z−n−1w−n−1

+ Σm≥0,n∈Z < aman > z−n−1w−n−1　（＊）

ここで、m < 0の時、< 0|am = 0、 m > 0の時、am|0 >= 0, a0|0 >= 0

なので、(※)の右辺= 0

《(25)の証明》

< a(z)a(w) >=< 0|a(z)a(w)|0 > =
< 0|id|0 >

(z − w)2
+ < 0| : a(z)a(w) : |0 >

=
< 0|0 >

(z − w)2
+ < 0| : a(z)a(w) : |0 >=

1

(z − w)2

注意 6.20. 　　　　　
ここで、次の関係が成り立つ事に注意する。

a(z)a(w) =: a(z)a(w) : + < a(z)a(w) >

定義 6.21. (作用素値有理関数)

(エネルギー運動量テンソルと呼ばれる) 作用素値有理関数 T (z) と、
Fourier mode Lnを次で定める。

T (z) =
1

2
: a(z)a(w) : (26)

T (z) = Σn∈ZLnz−n−1 (27)
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前の命題より、a(z)2は発散するが、(26)は正規順序を導入しているので、
∀ < ϕ| ∈ F∗

λ ,∀ |u >∈ Fλに対して、行列要素< ϕ|T (z)|u >は次を満たす。

< ϕ|T (z)|u >∈ C[z, z−1]

定理 6.22. (Wickの定理）
Fλ上の変数 z

(1)
1 , · · · , z

(1)
i1

, z
(2)
1 , · · · , z

(2)
i2

, · · · , z
(k)
ik
の作用素値関数の合成

に対して次が成立する。

: a(z
(1)
1 ) · · · a(z

(1)
i1

) :: a(z
(2)
1 ) · · · a(z

(2)
i2

) : · · · : a(z
(k)
1 ) · · · a(z

(k)
ik

) :

= Σ〈a(z
(p1)
jp1

)a(z
(q1)
jq1

)〉· · ·〈a(z
(pn)
jpn

)a(z
(qn)
jqn

)〉: · · · ǎ(z
(p1)
jp1

) · · · ǎ(z
(q1)
jq1

) · · · ǎ(z
(pn)
jpn

) · · · ǎ(z
(qn)
jqn

) :

ここで、n ≥ 0, p1 < q1, · · · , pn < qnであり、右辺の和はこの様な条件を満
たす全ての組についてとる。また、: · · · ǎ(z

(p1)
jp1

) · · · ǎ(z
(q1)
jq1

) · · · ǎ(z
(pn)
jpn

) · · · ǎ(z
(qn)
jqn

) :

は、a(z
(p1)
jp1

), a(z
(q1)
jq1

), · · · , a(z
(pn)
jpn

), a(z
(qn)
jqn

)を除いた全ての組について正規
順序で積をとったものである。
《Wickの定理の例》

a(z1)a(z2)a(z3) =: a(z1)a(z2)a(z3) : +〈a(z1)a(z2)〉a(z3)

　　　　　+〈a(z1)a(z3)〉a(z2) +〈a(z2)a(z3)〉a(z1)

　　　　　　　
a(z1)a(z2)a(z3)a(z4) =: a(z1)a(z2)a(z3)a(z4) :

　　　　　+ Σ〈a(zi1)a(zi2)〉: a(zj1)a(zj2) : +Σ〈a(zi1)a(zi2)〉〈a(zj1)a(zj2)〉
　　　　　　　
: a(z1)a(z2) : a(z3) =: a(z1)a(z2)a(z3) :

　　　　　+〈a(z1)a(z3)〉a(z2) +〈a(z2)a(z3)〉a(z1)

　　　　　　　
: a(z1)a(z2) :: a(z3)a(z4) :=: a(z1)a(z2)a(z3)a(z4) : +〈a(z1)a(z3)〉: a(z2)a(z4) :

　　　　　+〈a(z1)a(z4)〉: a(z2)a(z3) : +〈a(z2)a(z3)〉: a(z1)a(z4) :

　　　　　+〈a(z2)a(z4)〉: a(z1)a(z3) : +〈a(z1)a(z3)〉〈a(z2)a(z4)〉
　　　　　+〈a(z1)a(z4)〉〈a(z2)a(z3)〉

命題 6.23. 　　　　　　　　　　　　　　
第 3章で定義した Vλ(z)は Fλ −→ Fλ+µなる P1上の z = 0,∞で分岐
点を持つ多値関数となる。つまり、∀ < ϕ |∈ Fλ+µ,

∀ | u >∈ Fλに対して、

< ϕ|Vµ(z)|u >∈ zλµC[z, z−1]
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を満たす。

注意 6.24. 　　　　　
前の命題において、λµ 6∈ Zの時、< ϕ |∈ F∗

λ+µ, | u >∈ Fλに対して、
< ϕ | Vµ(z) | u >は zλµの形の因子を持つので多値性が現れる事に注意
する。

命題 6.25. (T (z)a(w),T (z)T (w)の singular part)

作用素値 Laurent級数　 T (z)a(w)は | z |>| w |> 0で、a(w)T (z)は
| w |>| z |> 0で、T (z)T (w)は | z |>| w |> 0でそれぞれ絶対収束し、
z, w = 0,∞, z = wにのみ極を持つ有利関数に解析接続される。さらに、
z = wの周りでの singular partは、次の様になる。

T (z)a(w) ∼ a(z)T (w) ∼ 1

(z − w)2
a(z) +

1

z − w
∂wa(w) (28)

T (z)T (w) ∼

1

2
(z − w)4

id +
2T (w)

(z − w)2
+

∂wT (w)

z − w
(29)

ただし、(∼)は、「z = wの周りでの正則を除いて一致」の意味である。

Proof. 　　　　　
《(28)の証明》
Wickの定理を用いると、

T (z)a(w) =
1

2
: a(z)2 : a(w)

=
1

2
: a(z)2a(w) : +

1

2
< a(z)a(w) > a(z) +

1

2
< a(w)a(z) > a(z)

=
1

2
: a(z)2a(w) : + < a(z)a(w) > a(z)

ここで、1

2
: a(z)2a(w) :は z = wで正則であることを証明する。　∀ <

ϕ |∈ F∗
λ ,∀ | u >∈ Fλに対して、< ϕ | 1

2
: a(z)a(z)a(w) :| u >が正則であ

ることを示せばよい。
1

2
< ϕ |: a(z)a(z)a(w) :| u >

=
1

2
Σm,n,l∈Z< ϕ |: amanal :| u > z−m−1z−n−1w−l−1
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ここで、

amanalFλ(d) ⊂ Fλ(d − m − n − l)

より、

: amanal : Fλ(d) ⊂ Fλ(d − m − n − l)

である。従って、d−m−n− l ≥ 0、つまり、d ≥ m + n + lで考えるので

1

2
< ϕ |: a(z)a(z)a(w) :| u >

=
1

2
Σm,n,l∈Z< ϕ |: amanal :| u > z−m−1z−n−1w−l−1

は有限和となり、1

2
< ϕ |: a(z)a(z)a(w) :| u >∈ C[z, z−1, w, w−1]なので

正則である。また、

< a(z)a(w) > a(z) =
1

(z − w)2
a(z)

であるので、

< ϕ | 1

(z − w)2
a(z) | u > =

1

(z − w)2
< ϕ | a(z) | u >

=
1

(z − w)2
Σ < ϕ | an | u > z−n−1

さらに、a(z)を、テーラー展開すると、

a(z) = a(w) + ∂wa(w)(z − w) +
1

2
∂w

2a(w)(z − w)2 + · · ·

これと、

< a(z)a(w) >=
1

(z − w)2

より、式 (28)が得られる。
《(29)の証明》
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Wickの定理の例を用いると、

T (z)T (w) =
1

2
: a(z)2 :

1

2
: a(w)2 :=

1

4
: a(z)2 :: a(w)2 :

=
1

4
: a(z)2a(w) : + < a(z)a(w) > : a(z)a(w) : +

1

2
· < a(z)a(w) >< a(z)a(w) >

=
1

4
: a(z)2a(w)2 : +

1

(z − w)2
: a(z)a(w) : +

1

2
· 1

(z − w)4

∼ 1

(z − w)2
: (a(w) + ∂wa(w)(z − w))a(w) : +

1

2
· 1

(z − w)4

∼ 1

(z − w)2
: a(w)2 : +

1

(z − w)
: (∂wa(w))a(w) : +

1

2
· 1

(z − w)4

∼ 2T (w)

(z − w)2
+

∂wT (w)

(z − w)
+

1

2
· 1

(z − w)4

これより、式 (29)が得られる。

補題 6.26. (Fourier mode　 an, Ln間の交換関係) 　　　　　　　　　
　　　　　
表現空間Fλ上で次の交換関係が成り立つ。

[Lm, a(w)] = wm｛w
d

dw
+ (m + 1)｝a(w) (30)

[Lm, T (w)] = wm｛w
d

dw
+ 2(m + 1)｝T (w) +

m3 − m

12
wm−2 (31)

Proof. 　　　　　　　　　　　
《(30)の証明》
先の命題より、T (z)a(w)は |z| > |w| > 0で絶対収束する。

T (z)a(w) = Σn∈ZLna(w)z−n−2

なので、z = wでの積分を考えて、

−1

2πi

∮
z=w

T (z)a(w)zm+1dz =
−1

2πi

∮
z=w

Σn∈ZLna(w)zm−n−1dz

=
−1

2πi

∮
z−1=0

Σn∈ZLna(w)(z−1)n−m−1dz−1

= Lma(w)
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従って、留数定理を使って計算すると、

Lma(w) =
−1

2πi

∮
z=∞

T (z)a(w)zm+1dz

=
1

2πi

∮
z=0

T (z)a(w)zm+1dz +
1

2πi

∮
z=w

T (z)a(w)dz

ここで、z = 0の周りでの積分は、領域 |z| > |w| > 0上での積分なので、
a(w)T (z),z = wの周りでの積分は、領域 |w| > |z −w| > 0上での積分な
ので、T (z)a(w)のOPEを利用すると、

Lma(w) =
1

2πi

∮
z=0

a(w)T (z)zm+1dz

+
1

2πi

∮
z=w

( a(w)

(z − w)2
+

∂wa(w)

(z − w)

)
zm+1dz

= a(w)Lm + (m + 1)wma(w) + wm+1∂wa(w)

= a(w)Lm + wm｛w∂w + (m + 1)｝a(w)

が得られる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
《(31)の証明》
T (z)T (w)は、|z| > |w| > 0で絶対収束するので、z = wの周りでの積
分を考える。

−1

2πi

∮
z=∞

T (z)T (w)zm+1 =
−1

2πi

∮
z=∞

Σn∈ZLnT (w)zm−n−1dz

ここで、y =
1

z
とおくと、

dy =
−1

z2
dz ⇐⇒ dz =

−1

y2
dy

33



従って、上式は、

−1

2πi

∮
z=∞

T (z)T (w)zm+1dy

　　 =
1

2πi

∮
y=0

Σn∈ZLnT (w)yn−m−1dy

　　 = Σn∈ZLnT (w)
1

2πi
yn−m−1dy = LmT (w)

　　 =
1

2πi
｛

∮
z=0

T (z)T (w)zm+1dz +

∮
z=w

T (z)T (w)zm+1dz｝

　　 =
1

2πi
｛

∮
z=0

T (z)T (w)zm+1dz +

∮
z=w

( 1
2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+

∂wT (w)

z − w

)
｝dz

　　 = T (w)Lm +
1

2πi

∮
z=w

(m3 − m)wm−2

12(z − w)
dz + 2T (w)(m + 1)wm + ∂wT (w)wm+1

ここで、

1

2πi

∮
z=w

(m3 − m)wm−2

12(z − w)
dz

=
m3 − m

12
wm−2 1

2πi

∮
z=w

1

z − w
dz =

m3 − m

12
wm−2 · 1 =

m3 − m

12
wm−2

となるので、これより (31)が得られる。

命題 6.27. 　　　　　
表現空間 Fλ上で、次の交換関係が成り立つ。

[Lm, an] = −nam+n (32)

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
m3 − m

12
δm+n,0id (33)

Proof. 　　　　　　　　　　　
《(32)の証明》
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[Lm, an] = wm｛w∂wa(w) + (m + 1)a(w)｝
⇐⇒ [Ln, Σanw

−n−1]

= wm+1∂w(Σanw
−n−1) + (m + 1)wmΣanw−n−1

⇐⇒ Σn∈Z[Ln, an]w−n−1

= wm+1Σan(−n − 1)w−n−2 + (m + 1)wmΣanw−n−1

= Σan(−n − 1)wm−n−1 + (m + 1)Σanw
m−n−1

= Σ｛an(−n − 1) + (m + 1)an｝wm−n−1

= Σan｛(−n − 1) + (m + 1)｝wm−n−1

= Σan(m − n)wm−n−1

= Σn∈Z − n
′
an

′
+mw−n

′−1 (m − n = n
′とおく。)

よって、示せた。
　　　　　　　　　　　　
《(33)の証明》

[Lm, T (w)] = [Lm, Σn∈ZLnw
−n−2] = Σn∈Z[Lm, Ln]w−n−2

従って、

Σn∈Z[Lm, Ln]w−n−2

　　 = wm｛w
d

dw
+ 2(m + 1)｝T (w) +

m3 − m

12
wm−2

　　 = wm｛w
d

dw
+ 2(m + 1)｝ΣLnw−n−2 +

m3 − m

12
wm−2

　　 =｛wm+1∂w + 2(m + 1)wm｝ΣLnw
−n−2 +

m3 − m

12
wm−2

　　 = wm+1∂wΣLnw−n−2 + 2(m + 1)wmΣLnw−n−2 +
m3 − m

12
wm−2

　　 = wm+1ΣLn(−n − 2)w−n−3 + 2(m + 1)wmΣLnw−n−2 +
m3 − m

12
wm−2

　　 = ΣLn(−n − 2)wm−n−2 + Σ(2m + 2)Lnwm−n−2 +
m3 − m

12
wm−2

　　 = Σ(2m − n)Lnwm−n−2 +
m3 − m

12
wm−2

　　 = Σ(m − n
′
)Lm+n′w−n

′−2 +
m3 − m

12
wm−2　　
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よって、

Σn∈Z[Lm, Ln]w−n−2

=｛Σ(m − n)Lm+n +
m3 − m

12
δm+n,0｝wm−2

が得られる。

式 (33)の交換関係は、Virasoro代数と呼ばれる共形場理論において、
重要な Lie環の表現を意味する。命題 6.27の後半の交換関係は、Fλ上定
義された作用素｛Ln｝がVirasoro代数の cv = 1の表現を与える事を示し
ている。また、Virasoro代数 virの表現における、virの中心 cvは、スカ
ラー作用素として表現される。cvの作用の値を中心電荷といい、Fλは、
中心電荷 1の表現である。命題 6.27と同様の計算により a(z)a(w)のOPE

から、元の交換関係が次のように得られる。

[am, an] = mδm+n,0id (34)

[am, a(w)] = mwm−1 (35)

つまり、作用素値関数のOPEと、そのFourier modeの交換関係とは等
価な式である。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　

7 Lepowsky-WilsonConstruction

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
ここでは、アフィンLie代数 ŝl2(C)で議論を進める。まず、µ ∈ Cに対
して、

eµx0 : Fλ −→ Fλ+µ

v 7−→ eµx0v

とすると、これは、左から eµx0を掛ける演算子で、特にFλの最高ウェイ
トベクトル |λ >は、Fλ+µの最高ウェイトベクトル |λ + µ >に次の様に
移る。

eµx0(|λ >) = eµx0eλx0 = e(µ+λ)x0 = |λ + µ >
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ここで、

ϕ(z) = x0 + a0 log z − Σz 6=0
an

n
z−n (36)

とおくと、ϕ(z)は a(z)を、積分定数を x0として形式的に積分したもの
であり、

∂ϕ(z) = a(z)

である。

定義 7.1. (頂点作用素 Vλ(z)の定義) 　　　　　
λ ∈ Cに対して、Vλ(z)を次の様に定義する。

Vλ(z)
def
=: eλϕ(z) :

= exp(−λΣn<0
an

n
z−n)eλx0 exp(λa0 log z) exp(−λΣn>0

an

n
z−n)

これを、重さ λのボゾン場の頂点作用素という。(Vλ(z)は、各 µに対し
て、FλからFλ+µ[[z, z−1]]zλµへの作用素とみなす。

命題 7.2. (Vλ(z)Vµ(w), a(z)Vλ(w), T (z)Vλ(w)の展開 　　　　　
Vλ(z)Vµ(w), a(z)Vλ(w), T (z)Vλ(w)は、いずれも作用素値関数の意
味で、領域 |z| > |w| > 0で収束し、z = wの周りで次の様に展開する。

Vλ(z)Vµ(w) = (z − w)λµ : Vλ(z)Vµ(w) : (37)

a(z)Vλ(w) =
λ

z − w
Vλ(w)+ : a(z)Vλ(w) :　　 (38)

　T (z)Vλ(w) ∼ λ2

2(z − w)2
Vλ(w) +

1

z − w
∂wVλ(w)　 (39)

Proof. 　　　　　
《(37)の証明》

< ϕ|Vλ(z)Vµ(w)|u >

=｛ < ϕ| exp(−λΣm<0
am

m
z−m)eλx0zλa0 exp(−λΣm>0

am

m
z−m)｝

×｛exp(−µΣn<0
an

n
z−n)eµx0zµa0 exp(−µΣn>0

an

n
z−n)|u >｝
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これを正規順序に直す。まず、

m + n 6= 0ならば、[am, an](mδm+n,0) = 0

である事にに注意すると、

exp(−λΣm>0
am

m
z−m) = Πm>0 exp(−λ

am

m
z−m),

exp(−µΣn>0
an

n
z−n) = Πn>0 exp(−µ

an

n
z−n)

であり、m + n 6= 0の時、

exp(−λ
am

m
z−m) exp(−µ

an

n
w−n) = exp(−µ

an

n
w−n) exp(−λ

am

m
z−m)

なので、m+n = 0,つまりm = −nの時、各mに対してexp(−λ
am

m
z−m) exp(−µ

a−m

−m
wm)

の順番を入れ替えた時どうなるかを考える。ここで、Campbell-Hausdorf

の公式

eXeY = e
(X+Y )+

1

2
[X,Y ]+

1

12
[[X,Y ],Y ]−

1

12
[[X,Y ],X]

(40)

において、X = −λ
am

m
z−m, Y = µ

a−m

m
wmとすると、

[−λ
am

m
z−m, µ

a−m

m
wm]

= −λµ
1

m
z−mwm・1・c = −λµ

1

m

(w

z

)m
c

となり、これは、Bの中心

z(B) =｛b ∈ B|[b, a] = 0,　∀a ∈ B｝

に含まれるので、Campbell-Hausdorfの公式で、[X,Y ]の交換子を含む指
数の第 3以降の項は、全て 0となる。従って、

exp(−λ
am

m
z−m) exp(µ

a−m

m
wm)

= exp[−λ
am

m
z−m, µ

a−m

m
wm] exp(µ

a−m

m
wm) exp(−λ

am

m
z−m)

= exp(−λµ
1

m

(w

z

)m
) exp(µ

a−m

m
wm) exp(−λ

am

m
z−m)
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なので、全てのm > 0, n < 0について掛け合わせて、

exp(−λΣm>0
am

m
z−m) exp(−µΣn<0

an

n
z−n)

= Πm>0 exp(−λµ
1

m

(w

z

)m
)Πn<0

× exp(−µ
an

n
z−n)Πm>0 exp(−λ

am

m
z−m)

となる。ここで、テーラー展開

log (1 + x) = Σ∞
n=1(−1)n−1xn

n

を用いると、

Πm>0 exp(−λµ
1

m

(w

z

)m
)

= exp(Σm>0 − λµ
1

m

(w

z

)m
) = exp(λµ log (1 −

(w

z

)
))

= (1 −
(w

z

)
)λµ

となるので、

exp(−λΣm>0
am

m
z−m) exp(−µΣn<0

an

n
z−n)

= (1 −
(w

z

)
)λµ exp(−µΣn<0

an

n
w−n) exp(−λΣm>0

am

m
z−m)

となる。同様に、Campbell-Hausdorfの公式より、

zλa0eµx0 = eµx0zλa0zλµ[a0,x0] = eµx0zλa0zλµ

となる。
　　　　　
《(38)の証明》
各mについて、 : amz−m−1Vλ(w) :は次の様になる。

: amz−m−1Vλ(w) : (41)

=


exp(−λΣn<0

an

n
z−n)amz−m−1eλx0wλa0 exp(−λΣn>0

an

n
z−n)　 (m < 0)

exp(−λΣn<0
an

n
z−n)eλx0a0z

−1wλa0 exp(−λΣn>0
an

n
z−n)　 (m = 0)

exp(−λΣn<0
an

n
z−n)eλx0wλa0 exp(−λΣn>0

an

n
z−n)amz−m−1　 (m > 0).
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これより、m > 0について、amと exp(λ
a−m

m
wm)の順序と、a0と eλx0の

順序が入れ替わるの　で、それを計算すればよい。
ここで、以下の関係が成り立つ。

eXY −X = ead(X)(Y ) = Σ
1

n!
(ad X)n(Y )

また、

(ad X)n(Y ) =
[
X, [X, [X, [X, · · · , [X,Y ]

]
である。これより、

e−λx0a0z
−1eλx0 = ead(−λx0)a0(z

−1)

= Σn≥0(ad x0)
n(a0z

−1) = a0z
−1 + λz−1

⇐⇒ a0z
−1eλx0 = eλx0a0z

−1 + λz−1eλx0

が得られる。同様に、m > 0の時を考える。

exp(−λ
a−m

m
wm)amz−m−1 exp(λ

a−m

m
wm)

　　 = exp(ad(−λ
a−m

m
wm))amz−m−1

　　 = Σn≥0

(
−λwm

m
)n

n!
(ad a−m)namz−m−1

　　 = amz−m−1 + (
−λwm

m
)[a−m, am]z−m−1

　　 = amz−m−1 + (
−λwm

m
)(−m)z−m−1

　　 = amz−m−1λz−1
(w

z

)m

これより、

amz−m−1 exp(λ
a−m

m
wm) = exp(λ

a−m

m
wm)amz−m−1

⇐⇒ a(z)Vλ(w)

=: a(z)Vλ(w) : +λz−1Σm≥0

(w

z

)m
Vλ(w)

=: a(z)Vλ(w) : +
λ

λ − w
Vλ(w)
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《(39)の証明》
T (z)の定義

: a(z)a(z) := 2T (z)

a(z)a(z
′
) − 1

(z − z′)2
=: a(z)a(z

′
) :

より、a(z)a(z
′
) − 1

(z − z′)2
は z = z

′ で正則であり、z
′ −→ zで 2T (z)に収束す

る。従って、

T (z) =
1

2
lim
z→z′

(
a(z)a(z

′
) − 1

(z − z′)2

)
であるので、これを使って計算する。a(z)a(z

′
)Vλ(w)も、Wickの定理の

ように計算出来るので、

a(z)a(z
′
)Vλ(w) = a(z)(: a(z

′
)Vλ(w) : +

λ

z′ − w
Vλ(w))

ここで、OPEより、

a(z)a(z
′
) ∼ 1

(z − z′)2

a(z)Vλ(w) =
λ

z − w
Vλ(w)+ : a(z)Vλ(w) :

なので、

a(z)a(z
′
)Vλ(w) =: a(z)a(z

′
)Vλ(w) : +

1

(z − z′)2
Vλ(w)

+
λ

z − w
: a(z

′
)Vλ(w) : +

λ2

(z − w)(z′ − w)
Vλ(w)

+
λ

z′ − w
: a(z)Vλ(w) :

となる。故に、

T (z)Vλ(w) =
1

2
lim
z→z

′
｛a(z)a(z

′
)Vλ(w) +

1

(z − z′)2
Vλ(w)｝

=: T (z)Vλ(w) : +
1

2

λ2

(z − w)2
Vλ(w) +

λ

z − w
: a(z)Vλ(w) :
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ここで、a(z)を z = wで展開した上で ∂wVλ(w)を考える。

∂wVλ(w)

= ∂w｛ exp(−λΣn<0
an

n
z−n)eλx0a0z

−1wλa0 exp(−λΣn>0
an

n
z−n)｝

= −λΣn<0anw
−n exp(−λΣn<0

an

n
z−n)eλx0a0z

−1wλa0

× exp(−λΣn>0
an

n
z−n)

+ exp(−λΣn<0
an

n
z−n)eλx0a0z

−1λa0w
−1wλa0 exp(−λΣn>0

an

n
z−n)

+ exp(−λΣn<0
an

n
z−n)eλx0a0z

−1wλa0(−λΣn>0anw−n)

× exp(−λΣn>0
an

n
z−n)

= λ : a(w)Vλ(w) :

よって、

T (z)Vλ(w) ∼ λ2

2(z − w)2
Vλ(w) +

1

z − w
: a(w)Vλ(w) :

　　　　 =
λ2

2(z − w)2
Vλ(w) +

1

z − w
∂wVλ(w)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

定義 7.3. (H0,H1, H(z), E(z), F(z)の定義) 　　　　　　　
ベクトル空間H0,H1と、その上の作用素値有理関数H(z), E(z), F(z)を
次の様に定義する。

H0 =
⊕
n∈Z

F√
2n

H1 =
⊕
n∈Z

F√
2(n+ 1

2
)

H(z) =
√

2a(z)

E(z) = V√
2(z)

F(z) = V−
√

2(z)
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また、H(z), E(z), F(z)の Fourier mode展開を次のように定める。

H(z) = Σn∈ZH(n)z−n−1

E(z) = Σn∈ZE(n)z−n−1

F(z) = Σn∈ZF(n)z−n−1

ここで、H(z), E(z), F(z)のOPEは次の様になる。

H(z1)E(z2) =
√

2a(z1)V√
2(z2) =

√
2

z1 − z2

V√
2(z2)+ : a(z1)V√

2(z2) :

H(z1)F(z2) =
√

2a(z1)V−
√

2(z2) =
−
√

2

z1 − z2

V−
√

2(z2)+ : a(z1)V−
√

2(z2) :

E(z)F(z) =
1

(z1 − z2)2
: V√

2(z1)V−
√

2(z2) :

定理 7.4. 　　　　　　　　　　

1. X,Y をH,E, F のいずれかとすると、次の関係が成り立つ。

X(z)Y (w) ∼ (X|Y )

(z − w)2
id +

1

z − w
[X,Y ](w) (42)

T (z)X(w) ∼ 1

(z − w)2
X(w) +

1

z − w
∂wX(w) (43)

ここで、[X,Y ]は sl2(C)の交換子であり、また、(X|Y ) =t (XY )で
ある。

2.

X(n) −→ X(n)

d 7−→ −L0

K 7−→ lid

の対応により、次の交換関係が成立する。

[X(m), Y (n)] = [X,Y ](m + n) + mδm+n,0(X|Y )id (44)

[Lm, X(n)] = −nX(m + n) (45)

式 (44)は、上で構成したH0,H1が、sl2(C)のレベル 1の表現であ
ることを意味する。
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Proof. 　　　　　
《(43)の証明》
T (z)a(w)の singular partより、

T (z)a(w) ∼ a(w)T (z) ∼ a(w)

(z − w)2
+

1

z − w
∂wa(w)

なので、X(w) = H(w)の時は明らか。また、

T (z)Vλ(w) ∼ λ2

2(z − w)2
Vλ(w) +

1

z − w
∂wVλ(w) (46)

より、E(z) = V√
2(z),　　 F(z) = V−

√
2(z)の時も明らかである。

　　　　　
《(42)の証明》
・X = H の時も自明である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　
・X = E, Y = F の時を考える。まず、

E(z)F (w) =
1

(z − w)2
: V√

2(z)V−
√

2(z) :

である。ここで、V√
2(z)を z = wで展開すると、

V√
2(z) = V√

2(w) + (z − w)∂wV√
2(w) +

1

2
(z − w)2∂w・∂wV√

2(w)

= V√
2(w) + (z − w)

√
2 : a(z)V√

2(w) :

さらに、

: V√
2(w)V−

√
2(w) : =: e

√
2ϕ(w)e−

√
2ϕ(w) :

=: e
√

2ϕ(w)+(−
√

2ϕ(w)) := 1

また、

(E|F ) = 1, [X,Y ](w) = [E,F ](w) = H(w), : V√
2(z)V−

√
2(z) := 1
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であるので、

E(z)F(w) ∼ (z − w−2) :｛V√
2(w) + (z − w−1)

√
2 : a(z)V√

2(w) :｝V−
√

2(w) :

= (z − w−2) : V√
2(w)V−

√
2(w) :

　　+

√
2

z − w
:
√

2a(w)V√
2(w)V−

√
2(w) :

=
1

(z − w)2
+

√
2

z − w
: a(w)V√

2(w)V−
√

2(w) :

=
1

(z − w)2
+

√
2

z − w
a(w) : V√

2(w)V−
√

2(w) :

=
1

(z − w)2
+

√
2

z − w
a(w)

=
1

(z − w)2
+

√
2

z − w
H(w)

=
(E|F )

(z − w)2
+

1

z − w
[E,F ](w)

が得られる。

以下、H(0), L0がH0,H1上でどの様に作用しているかを調べる。

命題 7.5. (H(0), L0の作用)

H(0), L0は、Fλ の d次部分空間Fλ(d)上、次の様に作用する。

H(0) =
√

2a0 =
√

2λid (47)

L0 =
1

2
+ Σn≥1a−nan =

(1

2
λ2 + d

)
id　 (48)

特にこれらは、H0,H1上、対角型で作用する。

H(0) =

 2nid　　　 (onF√
2n)

(2n + 1)　　　 (onF√
2(n+ 1

2
))

L0 =

 (n2 + d)id　　　 (onF√
2n)(

(n2 + 1
2
) + d

)
　　　 (onF√

2(n+ 1
2
))
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Proof. 　　　　　
| λ >∈ F と ∀n > 0に対して、

an | λ >= 0, a0|λ〉= λ | λ > (49)

より、

L0 | λ >=
1

2
λ2 | λ > (50)

を得る。命題6.11と、命題6.7より、Fλ(d)は、am1
−1a

m2
−2 · · · | λ > (Σjjmj =

d)で張られる。
　　　　　
《(47)の証明》

H(z) = ΣH(n)z−n−1 =
√

2a(z) = Σ
√

2a(n)z−n−1より、
H(0) =

√
2a(0) =

√
2λid

である。
　　　　　
《(48)の証明》
まず、

T (z) = ΣLnz−n−2

=
1

2
: a(z)a(z) :

=
1

2
: Σanz−n−1anz−n−1 :

=
1

2
: Σakal : z−k−l−2

=
1

2
: Σ(k+l=n, k,l∈Z)akal : z−n−2
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ここで、

L0 =
1

2
Σk∈Z : aka−k :

=
1

2

(
Σk<0aka−k + Σk≥0aka−k

)
=

1

2
a0a0 + Σk≥1aka−k(Σk<0aka−k)

= Σk≥1aka−k, Σk≥0aka−k

= a0a0 + Σk≥1aka−kより

−→ 1

2
a2

0 + Σn≥1ana−n　　であり、

さらに、

[L0, a−n] = −nanと、L0 | λ >=
1

2
λ2 | λ >　　であることから、

L0a−n | λ >= [L0, a−n] | λ > +a−nL0 | λ >= (
1

2
λ2 + d)a−n

が得られる。

命題 7.6. (H0,H1の指標)

　　　　　
ベクトル空間H0,H1の母関数 chH0, chH1は次の様になる。

chH0 = Σz2nqn2

Πi≥1(1 − qi)−1 (51)

chH1 = Σz(2n+1)q(n+ 1
2
)2Πi≥1(1 − qi)−1 (52)

Proof. 　　　　　
《(51)の証明》
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H0 =
⊕
n∈Z

F√
2n

=
⊕
n∈Z

⊕
d≥0

F√
2n(d)

=
⊕
n∈Z

⊕
d≥0

C[x1, x2, · · · ]e
√

2nx0 |
√

2n > (d)

=
⊕
n∈Z

⊕
d≥0

｛v ∈ F√
2n | deg v = d｝

=
⊕
n∈Z

⊕
d≥0

span｛xm1
1 xm2

2 · · · |
√

2n > | Σjmj = d｝

従って、

chH0

= Σn,dz
2nqn2+d dimH0[2n, n2 + d]

= Σnz2nΣdq
n2+d dimH0[2n, n2 + d]

さらに、

dimH0[2n, n2 + d] ⊂ F√
2n、

Σdq
n2+d dimH0[2n, n2 + d] ⊂ F√

2nであり、
chF√

2n = Σdq
n2+d dimF√

2n[n2 + d]である。

また、

F√
2n[n2 + d] = H0[2n, n2 + d]

=｛v ∈ F√
2n|L(0)v = (n2 + d)v｝となる。

ここで、L0の固有値は h = (n2 + d)id、　H(0)の固有値は λ = 2nidな
ので従って、

chH0 = Σnz
2n chF√

2n = Σnz2nΣhq
hF√

2n[h]

= Σn,hz
2nqh｛v ∈ F√

2n|L(0)v = hv｝= Σn,hz
2nqhF√

2n(d − n2)

= Σnz2nqn2

chF0 = Σz2nqn2 1

Πi≥1(1 − qi)

同様にして、chH1も求められる。
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定理 7.7. 　　　　　　　　　
以上より、L0 ' H0、L1 ' H1であることが分かり、表現の構成が出
来た。
ここまで論じてきた事は、様々な計算をする上で非常に有用な結果で
ある。
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